
2024 Математика в высшем образовании № 22

ИСТОРИЯ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОБРАЗОВАНИЯ.
ПЕРСОНАЛИИ

УДК 517.925

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
УРАВНЕНИЯ С ЗАДАННЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ.

ОБЗОР РЕЗУЛЬТАТОВ,
ПОЛУЧЕННЫХ М. В.ДОЛОВЫМ

Е. В.Круглов

Нижегородский государственный университет им.Н.И.Лобачевского
Нижний Новгород, Россия

kruglov19@mail.ru

Рассматриваются результаты М. В. Долова (1934 – 2016), касающие-
ся алгебраических дифференциальных уравнений с интегралами Дарбу
и интегралами типа Дарбу. К 90-летию со дня рождения.

Ключевые слова: алгебраические дифференциальные уравнения, ка-
нонические интегралы, интегралы Дарбу, центр, фокус, предельный
цикл, М. В. Долов

1. Введение

Михаил Васильевич Долов родился 5 ноября 1934 года, в 2024 году ему
бы исполнилось 90 лет. Закончив в 1962 году механико-математический фа-
культет Горьковского государственного университета им. Н. И.Лобачевского,
он проработал на мехмате ГГУ – ННГУ более 50 лет, защитил кандидатскую
и докторскую диссертации, заведовал двумя кафедрами, у него защитились
девять аспирантов. Уволившись в 2014 году, продолжал активную научную
деятельность фактически до смерти 11 января 2016 года. Биография и биб-
лиография М. В. Долова представлены в публикациях [1] и [2].

Главным результатом научной деятельности М.В. Долова является раз-
витая им теория канонических интегралов двумерных автономных систем
дифференциальных уравнений — многозначных первых интегралов, ветвя-
щихся при полном обходе предельного или особого цикла с приобретением
постоянного множителя. Понятие канонического первого интеграла введено
в работе [3]. Оказалось, что наличие или отсутствие у системы канонического
интеграла, а также его вид тесным образом связаны со свойствами системы.
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Теория получила обширную реализацию на примере известных с девят-
надцатого века алгебраических систем с интегралами Дарбу и интегралами
типа Дарбу и их обобщений. Используя теорию канонических интегралов в
приложении к упомянутым системам, М. В.Долов (единолично или с учени-
ками) получил интересные результаты, в том числе общего характера, ка-
сающиеся качественных и аналитических свойств двумерных динамических
систем с непрерывным временем на плоскости и цилиндре.

2. Системы, интегрируемые по Дарбу

В середине двадцатого века Н. П. Еругиным [5] была поставлена задача о
выделении множества двумерных систем с заданным программным движе-
нием. Эта задача послужила толчком к обширным исследованиям систем
дифференциальных уравнений, имеющих заданную интегральную кривую
специального вида или обладающих специальным аналитическим свойством.
При этом значительное внимание уделялось изучению важного класса по-
линомиальных векторных полей, допускающих те или иные инвариантные
алгебраические кривые.

В 1878 году Гастон Дарбу [4] показал, что если у системы дифференци-
альных уравнений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑥, 𝑦), (1)

где 𝑃 и 𝑄 взаимно простые полиномы комплексных переменных 𝑥 и 𝑦,
max(deg𝑃,deg𝑄) = 𝑛, существует определённое число алгебраических инва-
риантных кривых, то система имеет первый интеграл (либо интегрирующий
множитель) специального вида, то есть первый интеграл или интегрирующий
множитель Дарбу.

По определению, система (1) алгебраически интегрируема, если она име-

ет первый интеграл
𝑃1(𝑥, 𝑦)

𝑃2(𝑥, 𝑦)
, где 𝑃1, 𝑃2 полиномы над полем комплексных

чисел. Заметим, что вещественная система (1), имеющая предельный цикл
или состояние равновесия типа фокус, алгебраически не интегрируема, так
как у этой системы есть инвариантные неалгебраические кривые — спирали.
Однако эта система может быть интегрируема по Дарбу.

По определению, система (1) интегрируема по Дарбу, если (1) допускает
первый интеграл

Γ(𝑥, 𝑦) ≡ Φ𝛽1
1 · ... · Φ𝛽𝑘

𝑘 = 𝐶, (2)

называемый первым интегралом Дарбу, где Φ
𝛽𝑗

𝑗 = Φ
𝛽𝑗

𝑗 (𝑥, 𝑦), 𝑗 = 1, 𝑘, попарно
взаимно простые полиномы, неприводимые над полем комплексных чисел,
величины 𝛽𝑗 ̸= 0 в общем случае комплексные числа.

Тот факт, что система (1) является интегрируемой по Дарбу, в дальней-
шем мы будем обозначать (1)∈ 𝐸𝑎.
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Заметим, что интегрирующий множитель Дарбу по структуре совпадает
с правой частью выражения (2). Будем говорить, что если система (1) имеет
интегрирующий множитель Дарбу, то она принадлежит классу 𝑀𝑎.

Первые интегралы Дарбу (2) эффективно использовались К. С. Сибирс-
ким [6] и его учениками при решении локальной задачи различения центра
и фокуса в случае чисто мнимых корней характеристического уравнения,
соответствующего состоянию покоя (𝑥0, 𝑦0).

В 1972 году Сибирский сформулировал гипотезу о всюду плотности мно-
жества 𝐸𝑎 во множестве вещественных систем (1) с простым состоянием по-
коя центр [7].

В связи с этой гипотезой и построением контрпримера к ней [8]
М. В.Доловым изучено влияние топологических и аналитических свойств ин-
вариантных кривых системы (1) на интегрируемость по Дарбу.

Отметим некоторые свойства систем (1) из 𝐸𝑎.

1. Система (1) из 𝐸𝑎 имеет интегрирующий множитель 𝜇 = 𝑁
Φ1·Φ2·...·Φ𝑘

,

где полином 𝑁 не делится на Φ1,Φ2, . . . ,Φ𝑘 ([8], [9]).

2. Если система (1) имеет два первых интеграла Дарбу Γ = 𝐶 и Γ1 = 𝐶1

таких, что хотя бы один полином, содержащийся в аналитическом
выражении Γ, не входит в Γ1, то система алгебраически интегрируе-
ма [9].

3. Если вещественная система (1) из 𝐸𝑎 имеет предельный цикл ℓ, то:
a) ℓ является овалом вещественной алгебраической кривой, при этом
полином, определяющий цикл ℓ, входит в аналитическое выражение
Γ(𝑥, 𝑦);
b) цикл ℓ гиперболический;
c) при 𝛽1 = 1 и ℓ ∈ {(𝑥, 𝑦) : Φ1 = 0} функция

Γ(𝑥, 𝑦) = Φ1 · Φ𝑎2
2 · . . . · Φ𝑎𝑚

𝑚 · Φ𝛽𝑚+1

𝑚+1 · Φ𝛽𝑚+1

𝑚+1 · . . . · Φ𝛽𝑚+𝜈
𝑚+𝜈 · Φ𝛽𝑚+𝜈

𝑚+𝜈 , (3)

где ImΦ1 ≡ ImΦ2 ≡ . . . ≡ ImΦ𝑚 ≡ 0, Im𝑎2 = . . . = Im𝑎𝑚 = 0, ImΦ𝑚+𝑗

тождественно не равно нулю и Im𝛽𝑚+𝑗 ̸= 0 для 𝑗 = 1, 𝜈 хотя бы для
одного 𝑗, 𝑚 ⩾ 1, 𝜈 ⩾ 1, при этом функция Γ(𝑥, 𝑦) многозначна в
окрестности 𝑆(ℓ, 𝜀) цикла ℓ [10].

4. Система (1) из 𝐸𝑎 не имеет состояний покоя с чисто мнимыми корня-
ми характеристического уравнения типа фокус [11].

5. Пусть (1) из 𝐸𝑎 — алгебраически не интегрируемая система и поли-
номы Φ1, . . . ,Φ𝑘 содержатся в качестве множителей в выражении (2)
для первого интеграла Дарбу. Тогда если система (1) помимо Φ1 =
= 0, . . . ,Φ𝑘 = 0 имеет другие инвариантные алгебраические кривые
Φ𝑘+1 = 0, . . . ,Φ𝑠 = 0, то 𝑠− 𝑘 ⩽ 𝑛− 1 и deg(Φ𝑘+1 . . .Φ𝑠) ⩽ 𝑛− 1 [12].

6. Свойства 1 и 2 позволили получить следующую оценку. Если система
(1) из 𝐸𝑎 алгебраически не интегрируема, то существует единственная
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(с точностью до обозначений) совокупность различных нераспадаю-
щихся алгебраических инвариантных кривых Φ1 = 0, . . . ,Φ𝑘 = 0, где
𝑘 ⩽ 𝑛2+𝑛+2

2 , таких, что (2) является первым интегралом системы (1),
причём всякий первый интерал Дарбу для (1) имеет вид 𝐺(𝑥, 𝑦) =

= 𝐾(Γ(𝑥, 𝑦))𝛼. Здесь 𝐾 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝛼 ∈ C [9]. Заметим, что равенство

𝑆 = 1+ 𝑛(𝑛+1)
2 для 𝑛 = 2 и 𝑛 = 3 доказано с использованием систем (1),

допускающих только линейные частные интегралы [13].
7. При изменении в [2] коэффициентов полиномов Φ𝑗 и величин 𝛽𝑗 в мно-

жестве систем из 𝐸𝑎 невозможно слияние предельных циклов кратно-
сти 1 в цикл кратности более, чем 1. При изменении в [2] коэффициен-
тов полиномов Φ𝑗 и величин 𝛽𝑗 в множестве систем из 𝐸𝑎 невозможно
стягивание циклов в состояние покоя с чисто мнимыми корнями ха-
рактеристического уравнения [10], [11].

8. Если вещественная система (1) из 𝐸𝑎 допускает особый предельный
цикл — петлю сепаратрисы 𝐿 простого седла 𝐴, то (с точностью до
обозначений) 𝐿 ⊂ {(𝑥, 𝑦) : Φ1 = 0}, ImΦ1 ≡ 0; если 𝛽1 = 1, то функция
Γ(𝑥, 𝑦) имеет вид (3), при этом первый интеграл Γ(𝑥, 𝑦) = 𝐶 много-
значен в одной из полуокрестностей петли 𝐿, 𝑃 ′

𝑥(𝐴) + 𝑄′
𝑦(𝐴) = 0 и

ℎ(𝐿) =
+∞∫︀
−∞

(𝑃 ′
𝑥 +𝑄′

𝑦)|𝐿𝑑𝑡 ̸= 0 [14].

9. Если сепаратрисы простого седла 𝐴 не являются алгебраическими
кривыми и 𝑃 ′

𝑥(𝐴) + 𝑄′
𝑦(𝐴) ̸= 0, то система (1) не интегрируема по

Дарбу [14].
Свойство 3 существенно используется при оценке сверху числа 𝑆 попарно

различных неприводимых алгебраических кривых, содержащих предельные
циклы вещественной системы (1).

В работе [15] доказано, что 𝑆 ⩽ 𝑛(𝑛+1)
2 , при этом для системы из 𝐸𝑎:

1) число 𝑆 ⩽ 𝑛(𝑛+1)
2 − 1;

2) все полиномы Φ𝑗(𝑥, 𝑦), ImΦ𝑗(𝑥, 𝑦) ≡ 0, 𝑗 = 1, 𝑆, определяющие циклы,
входят в аналитическое выражение (2);

3) у системы (1) нет других предельных циклов, отличных от овалов
кривых Φ𝑗(𝑥, 𝑦) = 0;

4) характеристический показатель любого цикла отличен от нуля;

5) при 𝑆 = 𝑛(𝑛+1)
2 система (1) не интегрируема по Дарбу, не име-

ет других предельных циклов, кроме алгебраических Φ𝑗(𝑥, 𝑦) = 0,
ImΦ𝑗(𝑥, 𝑦) ≡ 0, 𝑗 = 1, 𝑆 и (1) допускает вещественный интегрирующий
множитель 𝜇 = Φ−𝑏1

1 . . .Φ−𝑏𝑆
𝑆 , где величина 𝑏𝑗 равна порядку кратно-

сти предельного цикла, определяемого уравнением Φ𝑗(𝑥, 𝑦) = 0.
Важным частным случаем являются системы (1), порождённые первым

интегралом Дарбу. Для таких систем в свойстве 1 𝑁 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0.
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В работе Долова [16] получены результаты, касающиеся необходимых
условий существования предельных циклов и структуры правых частей си-
стемы (1) при наличии предельных циклов. При этом не делалось никаких
ограничений как на степени полиномов, входящих в первый интеграл Дарбу,
так и на количество сомножителей и на степени правых частей системы (1).

Реализации некоторых результатов М. В.Долова в заданном классе систем
посвящена кандидатская диссертация Т.В.Лухмановой [17], в которой най-
дены необходимые и достаточные условия существования предельного цикла
системы (1) при 𝑛 = 3 с двумя комплексно сопряжёнными линейными част-
ными интегралами.

Эти результаты позволили Лухмановой дать новое решение проблемы
Еругина ( [18], c. 402) о существовании алгебраических дифференциальных
уравнений, имеющих изолированные периодические движения в случае, ко-
гда хотя бы одна особая точка является центром в смысле Пуанкаре: в диссер-
тации при 𝑛 = 3 построен пример системы (1), порождённой первым интегра-
лом Дарбу, имеющей предельным циклом окружность, которая охватывает
два центра, два седла и фокус.

Существование при 𝑛 = 3 систем (1) с центром и предельными цикла-
ми, не являющимися овалами алгебраических кривых, доказано Доловым в
статье [34] методами теории бифуркаций.

3. Полиномиальные дифференциальные системы,
имеющие первым интегралом дарбуксиан

В работе М. В. Долова [20] изучаются системы (1) из множества 𝐸𝑑. По
определению, система (1)∈ 𝐸𝑑, если (1) допускает первый интеграл

𝐺(𝑥, 𝑦) ≡ Γ(𝑥, 𝑦) exp(𝑊𝑛1
1 ...𝑊𝑛𝑚

𝑛 ) = 𝐶, (4)

где Γ(𝑥, 𝑦) — функция (2), 𝑊𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛, — полиномы переменных 𝑥, 𝑦 в общем
случае с комплексными коэффициентами, 𝑛1, ..., 𝑛𝑚 — комплексные числа,
так, что если функции Γ(𝑥, 𝑦), 𝑈 = 𝑊𝑛1

1 ...𝑊𝑛𝑚
𝑛 не равны тождественно по-

стоянной, то между Γ(𝑥, 𝑦) и 𝑈(𝑥, 𝑦) нет функциональной зависимости.
Заметим, что в терминологии Ллибре, Пантаци [21] функция вида (4)

называется дарбуксианом.
В работе [20] доказаны следующие факты.

– Если система (1)∈ 𝐸𝑑, то в (4) числа 𝑛1, ..., 𝑛𝑚 целые и 𝑈 – рацио-
нальная функция.

– Предельными циклами вещественной системы (1) из 𝐸𝑑 могут быть
только овалы вещественных алгебраических кривых, при этом поли-
номы, определяющие циклы, входят в аналитическое выражение (4).

– В отличие от систем (1) из множества 𝐸𝑎, циклы системы (1) из 𝐸𝑑

могут иметь порядок кратности более 1.
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– Вещественные системы (1) из 𝐸𝑑 могут иметь состояния покоя типа
фокус с чисто мнимыми корнями характеристического уравнения.

– Получены необходимые и достаточные условия, позволяющие по ви-
ду дарбуксиана (4) решить вопрос о порядке кратности фокуса и пре-
дельного цикла.

В статье [22] доказано, что система (1) из 𝐸𝑑 имеет интегрирующий мно-
житель в классе рациональных функций и указана его аналитическая струк-
тура.

4. Бифуркации предельных циклов

Бифуркации предельных циклов систем вида (1), порождённых первым
интегралом Дарбу при изменении коэффициентов полиномов Φ𝑗(𝑥, 𝑦) и 𝛽𝑗 ,
М. В.Доловым и его учениками изучались в работах [23], [24], [25], [26], [27].

В [24] доказано, что если предельные циклы ℓ1, ℓ2 системы (1), порож-
дённой интегралом Дарбу, сливаются в предельный континуум ℓ системы (1)
из 𝐸𝑎, то все точки ℓ являются состояниями покоя для (1).

Наряду с этим установлено, что если при некоторых значениях коэффи-
циентов правых частей системы (1) из 𝐸𝑎 предельный цикл стягивается в
состояние покоя 𝐴, то оба корня характеристического уравнения, соответ-
ствующего 𝐴, равны нулю.

В неопубликованной рукописи М.В. Долова в качестве примера к этому
утверждению рассматривается система

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (𝑟 − 1)(𝑟 − 1− 𝑎)𝑥+ 2𝑟(𝑟(𝑘 + 1)− 1− 𝑘 − 𝑎)𝑦 ≡ 𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −2𝑟(𝑟(𝑘 + 1)− 1− 𝑘 − 𝑎)𝑥+ (𝑟 − 1)(𝑟 − 1− 𝑎)𝑦 ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦),

(5)

где 𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑎, 𝑘 ∈ R, имеющая первый интеграл Дарбу

(𝑥2 + 𝑦2 − 1)(𝑥2 + 𝑦2 − 1− 𝑎)𝑘(𝑥+ 𝑖𝑦)−
𝑖
2 (𝑥− 𝑖𝑦)

𝑖
2 = 𝐶.

При 𝑎𝑘 ̸= 0 у системы (5) имеется лишь одно состояние покоя (0, 0), так
как точки пересечения окружности 𝑥2 + 𝑦2 = 𝜚, где 𝜚 — любое неотрица-
тельное число, с изоклинами 𝑃 (𝑥, 𝑦) = 0 и 𝑄(𝑥, 𝑦) = 0 совпадают с точками
пересечения окружности 𝑥2+𝑦2 = 𝜚 с прямыми 𝑦 = 𝛼(𝜚, 𝑎, 𝑘) и 𝑦 = − 1

𝛼(𝜚,𝑎,𝑘)𝑥,
где 𝛼 = (𝜚− 1)(𝜚− 1− 𝑎)(2𝜚(1 + 𝑎+ 𝑘 − 𝜚(𝑘 + 1)).

При 𝑎 = 0, 𝑘 ̸= 0 наряду с (0, 0) все точки окружности 𝑥2+𝑦2 = 1 являются
состояниями покоя для системы (5); при 𝑘 = 0, 𝑎 ̸= 0 наряду с (0, 0) все точки
окружности 𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑎 являются состояниями покоя для системы (5).

Система (5) при 𝑎𝑘 ̸= 0, 𝑎 + 1 > 0 имеет два изолированных периоди-
ческих решения ℓ1 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = cos 2𝑎𝑡, 𝑦 = sin 2𝑎𝑡}, ℓ2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 =
=

√
1 + 𝑎 cos 2𝑎𝑘(1 + 𝑎)𝑡, 𝑦 = −

√
1 + 𝑎 sin 2𝑎𝑘(1 + 𝑎)𝑡}.
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При 𝑎 = 0 окружность 𝑥2 + 𝑦2 = 1 + 𝑎 влипает в окружность 𝑥2 + 𝑦2 = 1,
все точки которой будут состояниями покоя системы (5).

При 𝑎 = −1, 𝑘 ̸= 0 цикл ℓ2 стягивается в состояние покоя (0, 0) с нулевыми
корнями характеристического уравнения, при этом полиномы 𝑃 и 𝑄 имеют
общий делитель 𝑥2 + 𝑦2.

В работах [24], [25], [26], [27] значительное место занимают исследова-
ния бифуркаций рождения предельных циклов из кратного фокуса, кратного
предельного цикла и петли сепаратрисы простого седла для системы (1) из
множества 𝜕𝐸𝑎 ∩ 𝐸𝑑 (здесь 𝜕𝐸𝑎 — граница множества 𝐸𝑎).

5. О системах, не принадлежащих классу 𝐸𝑎 ∪ 𝐸𝑑

В работах [8], [28] указаны достаточные условия того, когда система (1)
не является точкой множества 𝐸𝑎 ∪ 𝐸𝑑.

По определению, характеристические числа 𝜆1, 𝜆2 принадлежат области
Пуанкаре, если 𝜆1

𝜆2
и 𝜆2

𝜆1
отличны от целых положительных чисел и 𝜆1

𝜆2
не

является отрицательным числом.
По теореме Пуанкаре через простое состояние покоя 𝐴(𝑥0, 𝑦0) системы (1)

с аналитическими правыми частями 𝑃 (𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦), для которого корни
𝜆1, 𝜆2 характеристического уравнения, соответствующего 𝐴, принадлежат об-
ласти Пуанкаре, проходят две различные аналитические инвариантные кри-
вые 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑣(𝑥, 𝑦) = 0 такие, что

𝐷(𝑢, 𝑣)

𝐷(𝑥, 𝑦) |𝑥=𝑥0,𝑦=𝑦0

̸= 0. (6)

Согласно [8] и [28], имеет место следующее утверждение: если веще-
ственная система (1) имеет узел 𝐴(𝑥0, 𝑦0), корни 𝜆1, 𝜆2 характеристического
уравнения для которого принадлежат области Пуанкаре, и при этом ветви
𝑦 = 𝑦(𝑥), 𝑦(𝑥0) = 𝑦0, 𝑢(𝑥, 𝑦(𝑥)) ≡ 0, 𝑥 = 𝑥(𝑦), 𝑥(𝑦0) = 𝑥0, 𝑣(𝑥(𝑦), 𝑦) ≡ 0
инвариантных аналитических кривых 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑣(𝑥, 𝑦) = 0, удовлетворяю-
щих условию (6), неалгебраические, то система (1) не имеет интегрирующего
множителя в классе рациональных функций.

Ветви 𝑦 = 𝑦(𝑥), 𝑦(𝑥0) = 𝑦0, 𝑢(𝑥, 𝑦(𝑥)) ≡ 0, 𝑥 = 𝑥(𝑦), 𝑥(𝑦0) = 𝑥0,
𝑣(𝑥(𝑦), 𝑦) ≡ 0 инвариантных аналитических кривых 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑣(𝑥, 𝑦) = 0,
удовлетворяющих условию (6), трансцендентные (неалгебраические), если
узел 𝐴(𝑥0, 𝑦0), для которого 𝜆1, 𝜆2 из области Пуанкаре окружён предель-
ным циклом ℓ таким, что в области 𝐵, 𝜕𝐵 = ℓ, у вещественной системы (1)
нет других состояний покоя (отличных от 𝐴).

Существование систем (1), удовлетворяющих всем наложенным выше
ограничениям, доказано в [8].
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6. О степени алгебраической инвариантной кривой

Между степенью 𝑚 алгебраического неприводимого частного интеграла
и степенью 𝑛 полиномиального векторного поля нет связи. В этом убежда-
ет пример системы �̇� = 𝑥, �̇� = 𝑚𝑦. Анри Пуанкаре в 1891 году сформу-
лировал проблему: для фиксированной степени 𝑛 ⩾ 2 доказать существова-
ние верхней границы 𝑁(𝑛) степеней неприводимых алгебраических частных
интегралов для всех алгебраических неинтерируемых систем (1), у которых
max(deg𝑃,deg𝑄) = 𝑛.

В работе [29] Кристофер и Ллибре доказали, что в общем случае 𝑁(𝑛)
не существует.

В связи с этим следует отметить, что в работе Т. А. Дружковой [30]
с помощью системы �̇� = 𝑥2, �̇� = 𝑥𝑛 + (𝑚𝑥 + 1)𝑦 доказан следующий факт:
каковы бы ни были натуральные числа 𝑚 и 𝑛, 𝑚 > 𝑛 ⩾ 2, существуют
алгебраические системы (1), имеющие лишь конечное число неприводимых
алгебраических кривых степени 𝑚.

Однако до сих пор остаётся вопрос о том, существует ли предел для сте-
пени неприводимой алгебраической кривой, содержащей предельный цикл
системы (1), определяющей векторное поле степени 𝑛. Поэтому доказатель-
ство трансцендентности предельного цикла является очень трудной задачей.

Так, только в 1995 году в работе Одани [31] доказана трансцендентность
предельного цикла уравнения Ван дер Поля.

Проблеме инвариантных алгебраических кривых и алгебраических пре-
дельных циклов полиномиальных систем Льенара произвольной степени по-
священа работа Золадека [32].

Гарсиа в статье [33] предложил способ построения инвариантных алгебра-
ических кривых любой степени для полиномиальных векторных полей. Этот
метод позволил автору доказать более кратко по сравнению с Одани транс-
цендентность предельных циклов как уравнения Ван дер Поля, так и системы
из работы Долова [34].

Однако неалгебраичность предельных циклов была доказана М.В. Доло-
вым за 20 лет до статьи Гарсиа в работе [35]. Этому вопросу также посвящена
статья Долова [36].

7. О степени алгебраической кривой,
содержащей предельные циклы

В статье [37] Винкель сформулировал гипотезу о том, что для данной
алгебраической кривой 𝑓 = 0 степени 𝑚 ⩾ 4 не существует полиномиально-
го векторного поля степени менее, чем 2𝑚− 1, допускающего инвариантную
кривую 𝑓 = 0 и имеющего предельными циклами только овалы кривой 𝑓 = 0.
В этой связи следует отметить статью А. И.Яблонского [38], в которой дока-
зано существование квадратичных векторных полей с предельным циклом в
виде овала кривой четвёртого порядка.
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В работе Н. Н.Баутина [39] указано полиномиальное векторное поле сте-
пени 𝑛, для которого только овалы алгебраической 𝑀 -кривой степени 𝑛 бу-
дут предельными циклами. При доказательстве основного результата Баутин
воспользовался, вообще говоря, неверным утверждением «...овалы будут пре-
дельными циклами, если ни одно из состояний равновесия не будет центром».

Это утверждение опровергается контрпримером системы, не имеющей со-
стояний равновесия типа центр, при этом имеющей в качестве инвариантной
кривой окружность, все близкие траектории к которой замкнуты [40].

Кроме того, в [39] Баутиным не доказано отсутствие других предельных
циклов, отличных от овалов заданной 𝑀 -кривой.

Проблемы доказательства Баутина устранены в статье М. В.Долова
и Р.В. Кузьмина [41]. Более простое доказательство отсутствия других изо-
лированных периодических орбит в система Баутина содержится в статье
Долова и Кузьмина [42]. По этому поводу см. также статью Долова [43].

Существование полиномиальных векторных полей степени 𝑛, имеющих
предельными циклами только овалы алгебраических кривых степени 𝑛, до-
казано позднее в роботе Кристофера [44].

В работе Долова [15] доказано, что система

�̇�− (𝑥− 𝛼)𝐻 ′
𝑦, �̇� = −(𝑥− 𝛼)𝐻 ′

𝑥 + 𝑦𝐻, (7)

где вещественный параметр 𝛼 такой, что прямая 𝑥 = 𝛼 не пересекается с
овалами кривой𝐻 = 0 степени𝑚, не имеет других предельных циклов, кроме
овалов 𝐻 = 0.

В диссертации [45] аспирантки М.В.Долова Ю. В. Кондратьевой (Пав-
люк) выделен класс полиномиальных векторных полей степени 𝑛, допуска-
ющих первый интеграл Дарбу (2), где 𝑘 = 3, Φ2 ≡ Φ3, ImΦ1 ≡ 0, Φ2 ̸≡ 0,
𝛽1 = 1, 𝛽2 ̸= 0, degΦ1 = 𝑛 − 1, degΦ2 = 1, кривая Φ1 = 0 имеет овалы, при
этом точка пересечения Φ2 = 0, Φ3 = 0 лежит внутри овала кривой Φ1 = 0
и функция (2) многозначна в окрестности овала Φ1 = 0. У такого векторного
поля нет других предельных циклов, отличных от овалов кривой Φ1 = 0.

Частный случай 𝛽1 = 1, 𝛽2 = 𝑖
2 рассмотрен в [46].

Контрпример к гипотезе Винкеля содержится также в [47].

8. О числе и степени 𝑀-кривых,
определяющих предельные циклы

По определению, 𝑀 -кривой степени 𝑚 называется алгебраическая кривая
с максимальным числом овалов.

В 1876 году была доказана теорема Гарнака о том, что максимальное чис-

ло овалов плоской алгебраической кривой степени 𝑚 равно 𝑚2−3𝑚+3+(−1)𝑚)
2 .

В работе [46] изучаются системы (1), допускающие хотя бы две алгебраи-
ческие инвариантные кривые одной степени. Доказано, что если предельными
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циклами системы (1) являются все овалы двух 𝑀 -кривых Φ1 = 0 и Φ2 = 0,
degΦ1 = degΦ2 = 𝑚, то

– либо при 𝑚 = 𝑛 − 1 полином Φ2 тождественно не равен полиному
Φ1 + 𝛼, 𝛼 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0,

– либо при 𝑚 < 𝑛− 1 Φ2 ≡ Φ1 + 𝛼, 𝛼 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0.

В работе Н. Садовской, Р. Рамиреса [48] утверждается, что для полиноми-
ального плоского векторного поля степени 𝑛 ⩾ 3 c 𝑆, 𝑆 ⩾ 2, инвариантными
несингулярными алгебраическими кривыми, максимальное число алгебраи-
ческих предельных циклов есть 𝑛− 1.

В статье [46] приведены два контрпримера к этому утверждению.
Одним из контрпримеров является система (7), где 𝐻 = 0 является

𝑀 -кривой степени 𝑚.
Кроме того, в [46] рассмотрены 𝑀 -кривые при 𝑚 = 2 и доказано, что

максимальное число предельных циклов, допускаемых вещественной систе-
мой (1) в виде окружностей, центры которых лежат на одной прямой, равно
𝑛−1, при этом в семейство концентрических кривых с одним центром входит
не более 𝑛−1

2 окружностей при нечётном 𝑛 и не более 𝑛
2 при чётном 𝑛.

Наряду с этим указаны достаточные условия, когда центры окружностей,
являющиеся предельными циклами, принадлежат одной прямой. При нали-
чии среди фазовых кривых векторного поля максимального количества пре-
дельных циклов в виде окружностей с центрами на одной прямой устанавли-
вается отсутствие других предельных циклов в виде окружностей.

В работе Долова, Павлюк [49] при 𝑛 = 4 исследуется вопрос существо-
вания систем (1) с тремя предельными циклами в виде окружностей, име-
ющих различные центры, лежащие на одной прямой. Здесь построен контр-
пример к утверждению из [48] о том, что если система (1) при чётном 𝑛 имеет
𝐴(𝑛) ⩾ 𝑛+2

2 инвариантных непересекающихся окружностей (𝑥 − 𝑎𝑗)
2 + 𝑦2 =

= 𝑟2𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝐴(𝑛), где хотя бы три величины 𝑎𝑗 попарно различны, то
эти окружности не могут быть предельными циклами системы (1).

В статье М.В.Долова, С. А. Чистяковой [50] с точностью до линейной об-
ратимой замены найдены необходимые и достаточные коэффициентные усло-
вия, когда при 𝑛 = 4 три окружности, две из которых имеют общий центр,
будут изолированными замкнутыми траекториями системы (1).

9. Полиномиальные векторные поля
с линейными частными интегралами

В статье А.С. Шубэ [51] доказано, что система (1) имеет либо первый
интеграл Дарбу, либо интегрирующий множитель Дарбу, содержащий только
линейные полиномы Φ𝑗 = 𝑎𝑗𝑥+𝑏𝑗𝑦+𝑐𝑗 , если выполнены следующие условия:
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1) при 𝑛 ⩾ 3 для системы (1) точка (𝑥0, 𝑦0) — состояние покоя с чисто
мнимыми корнями характеристического уравнения;

2) первая фокусная величина 𝑔3, соответствующая (𝑥0, 𝑦0), равна нулю;

3) система (1) имеет 𝑁 = 𝑛2+𝑛−4
2 частных линейных интегралов Φ𝑗 =

= 𝑎𝑗𝑥+ 𝑏𝑗𝑦 + 𝑐𝑗 , Φ𝑗(𝑥0, 𝑦0) ̸= 0, 𝑗 = 1, 𝑛.

Заметим, что в формулировке теоремы в [51] отсутствует условие
Φ𝑗(𝑥0, 𝑦0) ̸= 0, 𝑗 = 1, 𝑛, при этом возможность Φ𝑗(𝑥0, 𝑦0) = 0 не исследу-
ется. Однако пример системы �̇� = 𝑦, �̇� = −𝑥 показывает, что центр в смысле
Пуанкаре принадлежит инвариантным множествам 𝑥± 𝑖𝑦 = 0.

В работе Долова, Павлюк [52] доказывается, что если вещественная си-
стема (1) удовлетворяет условиям 1) и 2) и при этом допускает 𝑁 = 𝑛2+𝑛−2

2
линейных частных интегралов Φ𝑗(𝑥, 𝑦) = 0, среди которых хотя бы один по-
лином обращается в нуль при 𝑥 = 𝑥0, 𝑦 = 𝑦0, то:

1) система (1) имеет интегрирующий множитель Дарбу ((1)∈𝑀𝑎);
2) (𝑥0, 𝑦0) — центр в смысле Пуанкаре, если (1) ∈ 𝐸𝑎, либо (1)∈𝑀𝑎 ∖𝐸𝑎,

причём интегрирующий множитель аналитический в (𝑥0, 𝑦0);
3) система (1)∈ 𝐸𝑎 не имеет предельных циклов.

Наряду с этим для 𝑛 = 3 доказана интегрируемость по Дарбу кубической
системы (1) при условиях 1) и 2) и наличии четырёх линейных интегралов,
хотя бы один из которых равен нулю при 𝑥 = 𝑥0, 𝑦 = 𝑦0. В этом случае
(𝑥0, 𝑦0) — центр в смысле Пуанкаре, и у системы (1) нет предельных циклов.

В работе Р.А. Любимовой [55] изучается вопрос о максимальном числе
вещественных линейных частных интегралов вещественной системы (1) при
𝑛 = 3. Утверждатся, что таким числом является восемь; при этом случай
вырожденности системы на бесконечности не исследован.

Согласно результатам Долова, Павлюк и Чистяковой [53], [54], максималь-
ное число различных (в том числе комплексных) линейных частных интегра-
лов системы (1) при 𝑛 = 3 равно восьми. При этом в случае, когда система (1)
вырождена на бесконечности, т. е. когда 𝑥𝑄𝑛(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑦𝑃𝑛(𝑥, 𝑦), где 𝑃𝑛 и 𝑄𝑛

однородные полиномы степени 𝑛, содержащиеся в 𝑃 и 𝑄 соответственно, для
𝑛 = 3 система (1) может иметь не более шести различных линейных частных
интегралов.

В работах Долова, Чистяковой [56], [57], [58] доказано, что полиномиаль-
ное векторное поле четвёртой степени с вырожденной бесконечностью имеет
не более 9 линейных частных интегралов, в том числе и с комплексными
коэффициентами.

В работах М.В. Долова, Е.В. Круглова [59], [60] для 𝑛 ⩾ 2 опубликова-
на точная оценка числа линейных частных интегралов системы (1), найде-
ны оценка числа линейных интегралов в случае, когда инвариантные мно-
жества, соответствующие линейным интегралам, не имеют общих точек, а
также оценка числа линейных интегралов в случае, когда они имеют общую
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особую точку. Заметим, что эти результаты получены независимо от резуль-
татов работы [61] и имеют более простое и очевидное доказательство.

В 2014 году М. В.Долов передал автору черновики обзора «Алгебраиче-
ские дифференциальные уравнения с заданными частными интегралами».
Эти материалы существенно использовались при подготовке данной статьи.
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ALGEBRAIC DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITH GIVEN INTEGRALS.

REVIEW OF THE RESULTS OBTAINED BY M.V. DOLOV

E.V.Kruglov

The results of M. V.Dolov (1934 – 2016) concerning algebraic differential
equations with Darboux integrals and Darboux type integrals are considered.
For the 90th anniversary of his birth.
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