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Ðàñïðîñòðàíåííûì çàáëóæäåíèåì ÿâëÿåòñÿ óáåæäåíèå â òîì, ÷òî â ìàòåìàòè-
êå èñòèíà åäèíñòâåííà èëè, áîëåå êîíêðåòíî, ÷òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ðàçëè÷íûå
ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ îäíîãî è òîãî æå ïîíÿòèÿ, íî ýòè ïîäõîäû ëèáî ýêâè-
âàëåíòíû äðóã äðóãó, ëèáî æå îäèí èç íèõ îáîáùàåò äðóãîé. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âàæíûì ïîêàçàòü ñòóäåíòàì ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé, ÷òî â ìàòåìàòèêå
ìîãóò ñóùåñòâîâàòü åñòåñòâåííûå è ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ïîäõîäû,
äàþùèå íà îäèí è òîò æå âîïðîñ ðàçíûå îòâåòû. Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïðèâî-
äÿòñÿ äâà íåñëîæíûõ ïðèìåðà òàêîãî ðîäà èç îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,
îäèí èç êîòîðûõ ñâÿçàí ñ èíòåãðèðîâàíèåì, à äðóãîé � ñ ñóììèðîâàíèåì äâîé-
íûõ ðÿäîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ïîä-
õîäû, íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà, A-èíòåãðàë, äâîéíûå ðÿäû, ïðèìåðû è
êîíòðïðèìåðû.

1. Ââåäåíèå

Îáñóæäàÿ âçàèìîñâÿçü è âçàèìîïðîíèêíîâåíèå ôèçèêè è ìàòåìàòèêè,
Ð. Ôåéíìàí óêàçûâàë: �ìàòåìàòèêà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî â ôèçèêå èñõî-
äÿ èç ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ ìîæíî ïðèéòè ê îäíèì è òåì æå âûâîäàì� [1,
Ë. 2]. Çà÷àñòóþ ýòîìó è àíàëîãè÷íûì ôàêòàì ïðèäàåòñÿ ÷ðåçìåðíàÿ îáù-
íîñòü, è ýòî ïðèâîäèò ê îøèáî÷íîìó, íî âåñüìà ðàñïðîñòðàíåííîìó óáåæäå-
íèþ î åäèíñòâåííîñòè èñòèíû â ìàòåìàòèêå, èëè, áîëåå êîíêðåòíî, î òîì, ÷òî
â ìàòåìàòèêå âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ îäíîãî è òîãî æå
ïîíÿòèÿ, íî âñåãäà ýòè ïîäõîäû ëèáî ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó, ëèáî æå îäèí
èç íèõ îáîáùàåò äðóãîé. Ïðèìåðàìè òàêîãî ðîäà èç ñòàíäàðòíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ êóðñîâ ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ýêâèâàëåíòíûå äðóã äðóãó ïîäõîäû
Êîøè è Ãåéíå ê îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà [2, Ãë. III], èëè æå èíòåãðàëû Ðèìàíà
[2, Ãë.VII], [3, Ãë. 9, � 1] è Ëåáåãà [4, Ãë.V, � 5], [5, Ãë. 3] (âòîðîé îáîáùàåò
ïåðâûé).

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì ïîêàçàòü ñòóäåíòàì ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëü-
íîñòåé, ÷òî â ìàòåìàòèêå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü åñòåñòâåííûå è ïðè ýòîì ñóùå-
ñòâåííî ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, äàþùèå íà îäèí è òîò æå âîïðîñ ðàçíûå îòâåòû.
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ßðêèìè ðåçóëüòàòàìè XX âåêà, ñïîñîáñòâóþùèìè îñîçíàíèþ ýòîãî ôàêòà,
ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå î íåâîçìîæíîñòè íè äîêàçàòü, íè îïðî-
âåðãíóòü êîíòèíóóì-ãèïîòåçó [6] è òåîðåìà Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå [7]. Ýòè ðå-
çóëüòàòû ìîãóò (è, ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðîâ, äîëæíû) áûòü ñôîðìóëèðîâàíû,
õîòÿ áû â íåñòðîãîé ôîðìå, ñòóäåíòàì óæå íà ìëàäøèõ êóðñàõ. Íî ñòðîãèé
è äåòàëüíûé ðàçáîð ýòèõ ðåçóëüòàòîâ òðåáóåò ñóùåñòâåííîãî âðåìåíè è äàæå
îòäåëüíûõ ó÷åáíûõ êóðñîâ.

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïðèâîäÿòñÿ äâà ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùèõ �ìíî-
æåñòâåííîñòü èñòèíû� â ìàòåìàòèêå, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæíî îáñóäèòü
íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ â ðàìêàõ áàçîâûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî
ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó èëè æå ñïåöñåìèíàðîâ äëÿ ìëàäøåêóðñíèêîâ (òàê
íàçûâàåìûõ ïðîñåìèíàðîâ). Òàê, ýòè ïðèìåðû îáñóæäàëèñü íà ñïåöñåìèíà-
ðå �Òåîðèÿ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî� äëÿ ñòóäåíòîâ 1�2 êóðñîâ
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Êàæ-
äûé èç ïðèìåðîâ ìîæíî ðàçîáðàòü ïðèìåðíî çà îäèí àêàäåìè÷åñêèé ÷àñ,
íî áîëåå ýôôåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçáèòü îáñóæäåíèå íà äâå ÷àñòè �
ñíà÷àëà îïðåäåëèòü ââîäèìûå ïîíÿòèÿ è ñôîðìóëèðîâàòü â êà÷åñòâå äîìàø-
íåãî çàäàíèÿ âîïðîñ äëÿ ðàçìûøëåíèé, à íà ñëåäóþùåì çàíÿòèè ýòî çàäàíèå
ðàçîáðàòü.

Îòìåòèì, ÷òî ïîìèìî ïðèìåðîâ, ïîäðîáíî îáñóæäàåìûõ â çàìåòêå, ñóùå-
ñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû ïîäîáíîãî ðîäà. Óïîìÿíåì, â ÷àñòíîñòè, âîïðîñ
î ðàçìåðíîñòè � òîïîëîãè÷åñêîé è õàóñäîðôîâîé � ìíîæåñòâà Êàíòîðà [5,
Ãë. 2, � 11], à òàêæå êëàññè÷åñêèé ïàðàäîêñ Áåðòðàíà, ñâÿçàííûé ñ îïðåäåëå-
íèåì �ñëó÷àéíîñòè� [8, Ãë. 1, � 11].

2. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà è A-èíòåãðàë

2.1 Èñïîëüçóåìûå ïîíÿòèÿ

Ñòàíäàðòíûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìèíàõ
ñðåçêè ïî îñè àðãóìåíòîâ. Íàïðèìåð, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñîáñòâåííûé
èíòåãðàë ïî ïðîìåæóòêó [0; 1) (ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå 1), îí îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ïðåäåë ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì [0; 1 − δ] (δ → 0+). Îäíàêî
åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ è ïîäõîä ñî ñðåçêàìè ïî îñè çíà÷åíèé. Ýòîò ïîäõîä
ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [ · ]n ñðåçêó
ïî óðîâíþ n:

[y]n =


−n, y < −n;
y, |y| 6 n;
n, y > n.

Ïîëîæèì

(Q)

1∫
0

f(x) dx = lim
n→∞

1∫
0

[f(x)]n dx.
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Ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà Ý.×. Òèò÷ìàðøåì â 1928 ãîäó [9] �
ïîëó÷àåìûé ïðåäåë Ý.×. Òèò÷ìàðø íàçâàë Q-èíòåãðàëîì. Â ðàáîòå [9] îòìå-
÷åíî, ÷òî Q-èíòåãðàë íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè, òî åñòü íåîáÿçà-
òåëüíî

1∫
0

f(x) dx+

1∫
0

g(x) dx =

1∫
0

(
f(x) + g(x)

)
dx,

îäíàêî àääèòèâíîñòü ïîÿâëÿåòñÿ, åñëè äîïîëíèòü îïðåäåëåíèå Q-èíòåãðàëà
îãðàíè÷åíèåì íà èíòåãðèðóåìóþ ôóíêöèþ:

µ {x : |f(x)| > n} = o

(
1

n

)
(n→∞). (1)

Q-èíòåãðàë, îãðàíè÷åííûé íà êëàññ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëî-
âèþ, íàçûâàåòñÿ A-èíòåãðàëîì.

Ïðè îïðåäåëåíèè A-èíòåãðàëà ÷àñòî èñïîëüçóþò äðóãîé âàðèàíò ñðåçêè:

[y]∗n =

{
y, |y| 6 n;
0, |y| > n.

(ñì., íàïðèìåð, [10, 11]). Â ñëó÷àå Q-èíòåãðàëà òàêîå èçìåíåíèå ñðåçêè ÿâëÿ-
åòñÿ ñóùåñòâåííûì: Ý.×. Òèò÷ìàðø íàçâàë àíàëîã Q-èíòåãðàëà ñî âòîðûì
âàðèàíòîì ñðåçêè Q′-èíòåãðàëîì è ïîêàçàë, ÷òî Q- è Q′-èíòåãðàëû íåýê-
âèâàëåíòíû äàæå íà êëàññå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé [9, Theorem 15]. Íî äëÿ
A-èíòåãðàëà â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ (1) èçìåíåíèå âàðèàíòà ñðåçêè, î÷åâèäíî,
íåñóùåñòâåííî.

Ñ A-èíòåãðàëîì ñâÿçàí öåëûé ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèÿõ
è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäàõ [12, 14] (Q-èíòåãðàë ââîäèëñÿ Ý.×. Òèò÷ìàðøåì
êàê ðàç â ðàìêàõ èçó÷åíèÿ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé). Íî ýòèì ïðèëîæåíèÿ A-
èíòåãðàëà íå îãðàíè÷èâàþòñÿ: íàïðèìåð, À.Í. Êîëìîãîðîâ èñïîëüçîâàë ýòîò
èíòåãðàë (è åãî îáîáùåíèå, ñâÿçàííîå ñ ðàññìîòðåíèåì ïðîèçâîëüíîé âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðû) â ñâîåé êëàññè÷åñêîé ðàáîòå �Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé� [15, 16] äëÿ îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (Ãë.VI,
� 4).

Åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè èëè íåýêâèâàëåíòíî-
ñòè ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà, îñíîâûâàþùèõñÿ íà ñðåçêàõ ïî ðàç-
íûì îñÿì. Îêàçûâàåòñÿ, íåñëîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, èíòåãðèðóåìîé
â îáîèõ ñìûñëàõ, äëÿ êîòîðîé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà è Q-èíòåãðàë
(èëè A-èíòåãðàë) ðàçëè÷íû.

2.2 Ïðèìåð ôóíêöèè

Ïðèìåð îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ ôàêòàõ � âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ ñóììû
óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ïåðåñòàíîâêîé åãî ÷ëåíîâ (èìååòñÿ â âèäó óòâåð-
æäåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ðèìàíà î ïåðåñòàíîâêàõ óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ
ðÿäà [2, Ãë.XV, � 6], [3, Ãë. 11, � 4]) è íåçàâèñèìîñòüQ-èíòåãðàëà (A-èíòåãðàëà)
îò �ïåðåñòàíîâîê ôóíêöèè�. Ðàññìîòðèì óñëîâíî ñõîäÿùèéñÿ ê íóëþ ðÿä

1− 1 +
1

2
− 1

2
+

1

3
− 1

3
+

1

4
− 1

4
+ . . . ,
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åãî ÷ëåíû îáîçíà÷èì ÷åðåç am (m = 1, 2, 3, . . .). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå íåíó-
ëåâîå ÷èñëî C è íàéäåì òàêóþ ïåðåñòàíîâêó σ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

÷òî
∞∑
m=1

aσ(m) = C. Ñîïîñòàâèì ÷ëåíàì ðÿäà a2k+1 è a2k+2 äëèíó ïðîìåæóòêà

d2k+1 = d2k+2 = 2−2−k (òîãäà
∞∑
m=1

dm = 1) è çíà÷åíèÿ v2k+1 =
a2k+1

d2k+1
= 2k+2

k+1 è

v2k+2 =
a2k+2

d2k+2
= −2k+2

k+1 ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(x) ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïîëîæèì åå ðàâíîé vσ(1) íà ïîëóèíòåðâàëå [0; dσ(1)), ðàâíîé vσ(2)

íà ïîëóèíòåðâàëå [dσ(1); dσ(1) + dσ(2)), ðàâíîé vσ(3) íà ïîëóèíòåðâàëå [dσ(1) +
+ dσ(2); dσ(1) + dσ(2) + dσ(3)) è ò. ä. Ôóíêöèÿ f(x), òåì ñàìûì, îïðåäåëåíà íà
ïîëóèíòåðâàëå [0; 1).

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íåêî-
òîðîå ñâîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå, ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòîê
òîé æå äëèíû, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïðîòèâîïîëîæíîå çíà÷åíèå,

äëÿ ëþáîãî ïîðîãà ñðåçêè n èíòåãðàë
1∫
0

[f(x)]n dx ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëü-

íî, (Q)
1∫
0

f(x) dx = 0. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü è äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (íà

µ {x : |f(x)| > n}), ïîêàçàâ òåì ñàìûì, ÷òî âìåñòî Q-èíòåãðàëà çäåñü ìîæíî
ãîâîðèòü è ïðî A-èíòåãðàë. Â òî æå âðåìÿ, íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà∫

[0;1)

f(x) dx =
∞∑
m=1

vσ(m)dσ(m) =
∞∑
m=1

aσ(m) = C,

òî åñòü îòëè÷åí îò íóëÿ.
Êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü òðèâèàëüíûì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàíà òàê,

÷òîáû ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) áûëà íåïðåðûâíîé íà ïîëóèíòåðâà-
ëå [0; 1). Íàïðèìåð, âìåñòî òîãî, ÷òîáû áðàòü ôóíêöèþ, ðàâíóþ vm = am

dm
íà

ïðîìåæóòêå äëèíû dm, ìîæíî íà ýòîì ïðîìåæóòêå áðàòü êóñî÷íî-ëèíåéíóþ
ôóíêöèþ, áûñòðî èçìåíÿþùóþñÿ îò íóëÿ äî çíà÷åíèÿ sgn vm(|vm|+1), ðàâíóþ
ýòîìó çíà÷åíèþ ïðàêòè÷åñêè äî êîíöà ïðîìåæóòêà, à â êîíöå âîçâðàùàþùó-
þñÿ â íîëü, èíòåãðàë îò êîòîðîé ïî ïðîìåæóòêó ðàâåí am.

3. Ñóììèðîâàíèå äâîéíûõ ðÿäîâ ïî êâàäðàòàì è êðóãàì

3.1 Èñïîëüçóåìûå ïîíÿòèÿ

Ðàññìîòðèì äâîéíîé ðÿä
∞∑

m,n=0
am,n (èíäåêñèðîâàíèå äëÿ óäîáñòâà äàëü-

íåéøåãî èçëîæåíèÿ íà÷íåì ñ íóëÿ). Âñòàåò âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè ñõîäèìî-
ñòè òàêîãî ðÿäà. Åñòåñòâåííûìè ïîäõîäàìè ÿâëÿþòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêàì è ïî êâàäðàòàì. Â ðàìêàõ ýòèõ ïîäõîäîâ ââîäÿòñÿ ÷àñòè÷íûå

ñóììû SM,N =
M∑
m=0

N∑
n=0

am,n. Â ñëó÷àå ñóììèðîâàíèÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì ãî-

âîðÿò, ÷òî ñóììà ðÿäà ðàâíà S, åñëè äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ
òàêîé íîìåð K, ÷òî ïðè ëþáûõM è N , áîëüøèõ K, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
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|SM,N −S| < ε (ñì., íàïðèìåð, [2, Ãë. 15, � 8] èëè [3, Ãë. 11, � 5]). Â ñëó÷àå ñóì-
ìèðîâàíèÿ ïî êâàäðàòàì ñóììîé ðÿäà íàçûâàåòñÿ lim

N→∞
S�N , ãäå S

�
N = SN,N .

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè äâîéíîé ðÿä ñóììèðóåòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì ê S,
òî è ïî êâàäðàòàì îí òàêæå ñóììèðóåòñÿ ê S, íî ïðè ýòîì èç ñóììèðóåìîñòè
ïî êâàäðàòàì ñóììèðóåìîñòü ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì íå ñëåäóåò.

Ðàññìàòðèâàÿ ñóììèðóåìîñòü ïî êâàäðàòàì, åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü è
ñóììèðóåìîñòü ïî êðóãàì (òî÷íåå, ïî ÷åòâåðòÿì êðóãîâ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
S◦R ñóììó

∑
m,n:m2+n26R2

am,n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâîéíîé ðÿä ñóììèðóåòñÿ

ïî êðóãàì ê S, åñëè ñóùåñòâóåò è ðàâåí S ïðåäåë lim
N3R→∞

S◦R.

Ïðè ñðàâíåíèè ñóììèðóåìîñòè ïî êâàäðàòàì è êðóãàì îäíèì èç âîçíèêà-
þùèõ âîïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé: ñóùåñòâóåò ëè äâîéíîé ðÿä, êîòîðûé
ïî êâàäðàòàì è êðóãàì ñóììèðóåòñÿ ê ðàçíûì (êîíå÷íûì) ñóììàì. Îòâåò
íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé. Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò äâîéíîé ðÿä,
ñóììà êîòîðîãî, íåôîðìàëüíî âûðàæàÿñü, çàâèñèò îò òîãî, êàêîé èç äâóõ
åñòåñòâåííûõ ñïîñîáîâ ñóììèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàòü.

3.2 Ïðèìåð äâîéíîãî ðÿäà

×òîáû ïîñòðîèòü ïðèìåð, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ÷ëåíîâ am,n,
ñðåäè êîòîðûõ îò íóëÿ îòëè÷íû ëèøü íåêîòîðûå èç ÷ëåíîâ a0,n è am,m, ïðè-
÷åì ÷ëåíû a0,n, ïîìèìî íóëåâîãî, ïðèíèìàþò òîëüêî åäèíè÷íîå çíà÷åíèå, à
÷ëåíû am,m � çíà÷åíèå −1. Îïèøåì êîíñòðóêöèþ ïðèìåðà, îáåñïå÷èâàþùóþ
ðàâåíñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ïî êâàäðàòàì S�N íóëþ, à ÷àñòè÷íûõ ñóìì
ïî êðóãàì S◦R � åäèíèöå. Â ðàìêàõ êîíñòðóêöèè èíäóêòèâíî áóäåì ñòðîèòü
âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {nk}∞k=1: ÷ëåíû ðÿäà
a0,nk

áóäóò áðàòüñÿ ðàâíûìè 1, ÷ëåíû ðÿäà ank,nk
� ðàâíûìè −1, îñòàëü-

íûå ÷ëåíû áóäóò ïîëàãàòüñÿ íóëåâûìè. Ïîëîæèì n1 = 1. Òîãäà a0,1 = 1,
a1,1 = −1, S�1 = 0, S◦1 = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå ïîñòðîåí ýëåìåíò nk, ïî-
ñòðîèì nk+1. Ïóñòü nj (j 6 k) � ïåðâûé èç óæå ïîñòðîåííûõ ýëåìåíòîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðîãî 2n2

j > n2
k (òàêèå ÷ëåíû çàâåäîìî åñòü, íàïðèìåð,

ñàì nk). Â êà÷åñòâå nk+1 âîçüìåì òàêîå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî
2n2

j 6 n2
k+1. Ïîëó÷èì, ÷òî ïðè nk < m < nk+1 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà S�m =

= S�nk
= 0, S◦m = S◦nk

= 1; äàëåå, S�nk+1
= S�nk

+ a0,nk+1
+ ank+1,nk+1

= S�nk
= 0,

S◦nk+1
= S◦nk

+ a0,nk+1
+ anj ,nj = S◦nk

= 1.

Îïèñàííóþ êîíñòðóêöèþ èëëþñòðèðóåò Ðèñ. 1. Íà ýòîì ðèñóíêå óçëû
(m,n) öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè, äëÿ êîòîðûõ am,n âçÿò ðàâíûì 1 è −1, âûäå-
ëåíû ñåðûì è ÷åðíûì, ñîîòâåòñòâåííî, íåâûäåëåííûì óçëàì ñîîòâåòñòâóþò
íóëåâûå ÷ëåíû ðÿäà.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ìîæåò ñòàòü îñíîâîé äëÿ ñåðèè äàëüíåéøèõ èññëå-
äîâàòåëüñêèõ çàäà÷ äëÿ ñòóäåíòîâ: íàïðèìåð, êàêîâà àñèìïòîòèêà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè nk, èëè æå ñîõðàíèòñÿ ëè óòâåðæäåíèå, åñëè â îïðåäåëåíèè ñóì-
ìèðîâàíèÿ ïî êðóãàì óñòðåìëÿòü R ê áåñêîíå÷íîñòè íå ïî ìíîæåñòâó íàòó-
ðàëüíûõ, à ïî ìíîæåñòâó âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî ñóììèðîâàíèÿ ïî êðóãàì (èëè âìåñòå ñ íèì) ìîæíî
ðàññìîòðåòü è êëàññè÷åñêîå ñóììèðîâàíèå ïî òðåóãîëüíèêàì (âîçíèêàþùåå,
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Ðèñ. 1.

íàïðèìåð, â òåîðåìå Ìåðòåíñà î ïðîèçâåäåíèè ðÿäîâ [2, Ãë.XV, � 7], [3, Ãë. 11,
� 4]). Â ýòîì ñëó÷àå ïîä ñõîäèìîñòüþ äâîéíîãî ðÿäà ïîíèìàåòñÿ ñõîäèìîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî òðåóãîëüíûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì S∆

R =
∑

m,n:m+n6R
am,n

(R ∈ N). Ïðè ñðàâíåíèè ñóììèðîâàíèÿ ïî êâàäðàòàì è òðåóãîëüíèêàì ïðè-
ìåð, àíàëîãè÷íûé îáñóæäåííîìó âûøå, ëåãêî çàïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå:

am,n =


1, m = 0, n = 2k (k ∈ Z+);
−1, m = n = 2k (k ∈ Z+);
0, èíà÷å.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñóììèðîâàíèè ïî òðåóãîëüíèêàì, êðóãàì è êâàä-
ðàòàì â ÷àñòè÷íûå ñóììû âõîäÿò âñå òî÷êè öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè, óäà-
ëåííûå îò íà÷àëà êîîðäèíàò íå áîëåå ÷åì íà çàäàííîå ðàññòîÿíèå (òî åñòü
âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ðå÷ü èäåò î êðóãàõ), ïðîñòî ðàññòîÿíèå ïîíèìàåòñÿ â
ðàçíûõ ñìûñëàõ: Ìàíõýòòåíñêîå ðàññòîÿíèå (ðàññòîÿíèå ãîðîäñêèõ êâàðòà-
ëîâ, `1) |m| + |n| â ñëó÷àå ñóììèðîâàíèÿ ïî òðåóãîëüíèêàì, êëàññè÷åñêîå
åâêëèäîâî (`2) ðàññòîÿíèå

√
m2 + n2 â ñëó÷àå ñóììèðîâàíèÿ ïî êðóãàì è `∞-

ðàññòîÿíèå max{|m|, |n|} â ñëó÷àå ñóììèðîâàíèÿ ïî êâàäðàòàì.

4. Çàêëþ÷åíèå

Îñîçíàíèå âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ â ðàìêàõ àáñîëþòíî ñòðîãîé ìàòå-
ìàòèêè ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ, íåýêâèâàëåíòíûõ ïîäõîäîâ ê îòâåòó íà çàäàí-
íûé âîïðîñ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèëüíåå ïî÷óâñòâîâàòü
òâîð÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Îïèñàííûå â çà-
ìåòêå ïðèìåðû èëëþñòðèðóþò, ÷òî �ìíîæåñòâåííîñòü èñòèíû� ïðèñóòñòâóåò
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è â ìàòåìàòèêå. Îíè ëåãêî ìîãóò áûòü èíòåãðèðîâàíû â áàçîâûå ïðàêòè÷å-
ñêèå çàíÿòèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ
èëè æå â ñïåöñåìèíàðû äëÿ ìëàäøåêóðñíèêîâ.
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�PLURALITY OF TRUTH� IN MATHEMATICS:

TWO EXAMPLES FROM MATHEMATICAL ANALYSIS

Al.R. Valiullin, Ar.R. Valiullin, V.V. Galatenko, D.K. Kudryavtsev, T. P. Lukashenko

There exists a common misbelief that the truth in mathematics is unique or, more

speci�cally, that di�erent approaches to a de�nition of a notion are possible, but these
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approaches are either equivalent or some of them generalize the others. We think that it

is important to show students of mathematical departments that natural but essentially

di�erent approaches may exist in mathematics that give mutually contradicting answers

to the same question. In this paper we discuss two simple examples of this kind: one of

them deals with integration, and the other one � with double series.

Keywords: mathematics education, essentially di�erent approaches, improper Rie-

mann integral, A-integral, double series, examples and counterexamples.

28


